10. tétel Formális nyelvek és grammatikák

​Cím: 
Formális nyelvek és osztályozásuk. Véges automaták. Nyelvek és automaták kapcsolata. Környezetfüggetlen nyelvek és a levezetési fák fogalma.

Párja: 
1. tétel

Könyv:
Demetrovics

1. Formális nyelvek és osztályozásuk

Automaták: olyan absztrakt gépek, amelyek bizonyos bemeneti adatok alapján új adatokat szolgáltatnak kimenetként, s mindezt úgy valósítják meg, hogy összesen csak véges sok különböző belső állapotba kerülhetnek, azaz véges a "memóriájuk".

A formális nyelvekhez megadandó módszerektől megkívánjuk, hogy a vizsgált nyelvet véges eszközökkel írják le, függetlenül attól, hogy maga a formális nyelv véges-e vagy végtelen.

Az automaták 3 alapvető típusa:

a, Felismerő: azt ellenőrzik, hogy a bementként megadott szó (jelsorozat) az adott nyelvhez tartozik-e vagy sem. Általános esetben az automata véges sok lépés után megáll! Bemenő adatai az ún. bemenő ábécéből alkotott véges jelsorozatok (szavak), kimenő adata egy bináris szimbólum (0-igen, 1-nem).

b, Átalakító: egy adott bemeneti ábécéből felépített tetszőleges jelsorozatot átalakít egy másik jelsorozattá, melynek elemeit az ún. kimeneti ábécéből veszi. Tehát egy bemeneti nyelv szavait alakítja át a kimeneti ábécé szavaira determinisztikus módon. Az új szavak egyúttal egy új kimeneti nyelvet is meghatároznak.

c, Generátor: a bekapcsoláskor meglevő kezdőállapota alapján egy adott kimeneti ábécé betűiből egy szót hoz létre. Indeterminisztikusan működik, azaz különböző pillanatokban különböző szavak keletkezhetnek benne.

Alapfogalmak: 

a, ábécé: szimbólumok (jelek) tetszőleges nemüres véges halmaza

jelölés: latin és görög ábécé nagybetűivel (esetleg indexelve): K,V,W,###n,... 

b, betűk: az ábécét alkotó jelek

jelölés: latin kisbetűkkel: a, b, cn, ...

c, szavak: egy adott ábécé betűiből alkotott véges sorozatok 

jelölés: görög kisbetűkkel: ###, ###, ###, ###k, ...

d, szó hossza: az ### szót alkotó sorozat elemeinek száma

jelölés: d(###)

e, üres szó: egyetlen betűt sem tartalmazó sorozat

jelölés: ###
/ d(###)=0 /

f, két szó egynlő: ha a hosszuk megegyezik, s az első, második, stb., utolsó betűik páronként egyenlők, azaz ala2...an blb2...bm pontosan akkor teljesül, ha n=m és al=bl, a2=b2, ...an=bn.

g, ### és ### szavak szorzata: az az új szó, amely úgy jön létre, hogy ###-t az ### után írjuk

jelölése: ###### /Pl. ### = abc, ### = ab, ###### = abcab/ Asszociatív művelet, de általában nem kommutatív!

h, szó hatványai: ha ### tetszőleges szó, akkor legyen: ###° = ###, ###1 = ###, ill. ###n = ###n-1###, n=2,3... esetén. 

i, ### szó tükörképe: az a szó, amely az ### betűit fordított sorrendben tartalmazza.

jelölés:###-1 /###-1 = ###/

j, ### szó a ### szónak prefixuma (kezdőszelete): ha ### olyan ### szó, amelyre ### = ######

k, ### szó a ### szónak szuffixuma (végszelete): ha ### olyan ### szó, amelyre ### = ######

1,az### részszava ###-nak: ha találhatók olyan ### és ### szavak, amelyekre ### = #########

m, Ha W tetszőleges ábécé, akkor a W-ből alkotott összes szavak halmazát W###-gal jelöljük. (W### zárt a szorzás műveletére nézve.)

Formális nyelvek: Egy adott ábécéből alkotott szavak tetszőleges halmazát az ábécéből alkotott formális nyelvnek nevezzük. Másképpen fogalmazva, egy L halmazt pontosan akkor nevezünk formális nyelvnek, ha ### olyan VL ábécé, melyre L###VL###. (Gyakran elhagyjuk a "formális" jelzőt, és csak nyelvekről beszélünk.)

Műveletek nyelvekkel:

a, A nyelvekre, mint halmazokra alkalmazhatjuk a megszokott halmazelméleti műveleteket, pl. az unió, a metszet, a különbség- vagy komplementumképzés műveletét, pl:

L1###L2 = ######:######L1 vagy ######L2###

L1###L2 = ######:######L1 és ######L2###

L1###L2 = ######:######L1 és ######L2###

b, Nyelvek szorzata: Legyen adva két nyelv, Ll és L2, a hozzájuk tartozó ábécék pedig legyenek W1 ill. W2. Az Ll és L2 nyelvek L1###L2 szorzatán a következő, W1###W2-ből alkotott nyelvet értjük:

L1###L2 = #########: ######L1, ######L2###

Az Ll###L2 nyelv tehát az Ll-beli szavak L2-beli szavakkal vett szorzataiból áll.

Asszociatív, de nem kommutatív művelet. Disztributív az unió műveletére nézve.

c, Nyelv hatványai: Legyen L tetszőleges nyelv, V pedig a hozzá tartozó ábécé. Az L nyelv hatványait a következőképpen határozzuk meg:

L° = #########

L1 = L

Ln = Ln-1###L 
n=2, 3,...

Vagyis az Ln nyelv az L-beli szavak összes lehetséges n-tényezős szorzataiból áll.

d, Nyelv iteráltja: Az L nyelv hatványainak az egyesítését az L nyelv iteráltjának nevezzük, és L###-gal jelöljük: L### = ###Ln 
n###0

L iteráltja tehát az L-beli szavak tetszőleges véges sok tényezőből álló szorzataiból áll. (Az L nyelv pozitív kitevős hatványainak az unióját L+-szal jelöljük.)

e, Nyelv tükörképe: Tetszőleges L nyelv tükörképe: 

L-1 = ######-1: ######L###

Tehát az L-beli szavak tükörképei lesznek az elemei.

Nyelvek osztályozása:

A generatív grammatikák a formális nyelveknek olyan véges típusú leírásait adják, amelyek céljainknak éppen megfelelnek. Kimutatható ugyanis, hogy minden olyan formális nyelvhez, amelyet véges eszközökkel - automatákkal - jellemezni tudunk, létezik egy generatív grammatika, amely ezt a nyelvet generálja.

Egy generatív grammatikának a következő négy alkotóeleme van:

a, Egv ábécé - elemei terminális jelek (a generátor kimenő ábécéje, a generált nyelvhez tartozik)

b, Egv másik ábécé - elemei nemterminális jelek (csak segédeszköz, betűi nem szerepelnek a generált nyelv szavaiban)

c, Egy kezdőszimbólum - egy rögzített nemterminális jel (ez felel meg a generátor kezdőállapotának)

d, Helyettesítési szabályok - terminális és nemterminális jelekből alkotott szavak rendezett párjai, melyekben az első tag legalább egy nemterminális jelet tartalmaz (a szabályok arra vonatkoznak, hogy hogyan alkothatók terminális szavak a kiinduló szimbólumból)

A generatív grammatikák a következőképpen írják le egy nyelv generálásának folyamatát:

szó - kezdetben kezdőszimbólum

###

éppen vizsgált szó valamelyik részszavát egy másik szóra cseréljük (helyettesítési szabály alapján)

###

akkor fejeződik be, ha olyan szóhoz jutunk, amely csak terminálisjelekből áll (az így kapott szó eleme lesz a generált nyelvnek)

Egy generatív grammatikán a következő rendezett négyest értjük: G = ###V, W, S, P### ahol:

a, V ún. terminális jelekből álló ábécé

b, W ún. nemterminális jelek ábécéje, amelyre V###W = ###

c, S###W a kezdő- vagy kiinduló szimbólum

d, P olyan ######, ###### rendezett pároknak a véges halmaza, melyeknél ### és ### V###W-ből alkotott szavak, és ###-nak legalább egy betűje nemterminális jel. P elemeit helyettesítési szabályoknak nevezzük. (######, ###### helyett ######### jelölést használjuk, és azt mondjuk, hogy ### szó helyettesíthető ###-val.)

A generatív grammatikák négy fontos típusa:

a, általános vagy 0-típusú: azok a generatív grammatikák, amelyeknek a helyettesítési szabályaira semmiféle megszorítást nem teszünk, vagyis amelyekben a szabályok

###A### ### ###

alakúak, ahol ###, ### és ### terminális és nemterminális jelekből alkotott szavak, A pedig nemterminális jel. b, környezetfüggő vagy 1-típusú: azok a grammatikák, amelyek helyettesítési szabályai

###A### ### #########

alakúak, ahol ###, ###, ### ### (V###W)###, ######### és A###W. (Környezetfüggőnek mondjuk azokat a grammatikákat is, amelyek tartalmazzák az S ### ### szabályt, összes többi szabályuk a fenti alakú, és egyik szabály jobb oldalán sem fordul elő az S kezdőszimbólum.)

c, környezetfüggetlen vagy 2-típusú: azok a grammatikák, amelyekben a szabályok

A ### ###

alakúak, ahol A###W, ### ### (V###W)###, és #########. (Környezetfüggetlen lesz a grammatika abban az esetben is, ha tartalmazza S ### ### szabályt, összes többi szabálya a fenti alakú, és az S kezdőszimbólum nem szerepel a szabályok jobb oldalán.)

d, reguláris vagy 3-típusú: azok a grammatikák, amelyeknek minden szabálya

A ### aB vagy A ### a

alakú, ahol A, B###W és a ### V. (Regulárisnak mondjuk az olyan grammatikát is, amely tartalmazza az S ### ### szabályt, összes többi szabálya a fenti alakú, és az S kezdőszimbólum nem szerepel a szabályok jobb oldalán.)

Egy formális nyelvet akkor nevezünk regulárisnak (3-típusúnak), környezetfüggetlennek (2-típusúnak), környezetfüggőnek (1-​típusúnak), ill. általánosnak (0-típusúnak), ha van olyan reguláris (azaz 3-típusú), környezetfüggetlen (azaz 2-típusú), környezetfüggő (azaz 1-típusú), ill. általános (azaz 0-típusú) grammatika, amelyik ezt a nyelvet generálja.

A reguláris, a környezetfüggetlen, a környezetfüggő, valamint az általános grammatikák rendszerét a grammatikák Chomsky féle hierarchiájának nevezzük. A reguláris, a környezetfüggetlen, a környezetfüggő, valamint az általános nyelvek hierarchiája a formális nyelvek Chomsky féle hierarchiája.

Fennállnak a következő tartalmazási relációk:

###reguláris grammatikák###### ###környezetfüggetlen grammatikák###### ###környezetfüggő grammatikák###### ###általános grammatikák###

(Hasonlóan a nyelvekre is!)

2. Véges automaták

A véges automaták a formális nyelvek felismerőinek egy viszonylag egyszerű matematikai modelljét adják. Általában a következő fő részekből tevődnek össze:

· egy bemenő szalag, amelyre egy szó van felírva, s amelyet bizonyos megengedett bemenő jelekből alkottunk,

· egy vezérlőmű, amelynek véges sok ún. belső állapota lehet (véges a memóriája)

(A megengedett bemenő jelek halmaza is véges, és ezek alkotják az automata bemenő ábécéjét.)

Az automaták működése diszkrét jellegű: egymás utáni pillanatokban lépnek egyet-egyet.

Az ún. determinisztikus véges automaták vezérlőművéhez minden ütemben pontosan egy belső állapotot tudunk hozzárendelni, és a lépés során az automata elolvassa a bemenő szó soron következő betűjét.

Ha egy determinisztikus véges automata, kiindulva a rögzített kezdőállapotából, miután leolvasta a bemenő szalagjára felírt szót, egy olyan belső állapotba kerül, amely az állapotok egy előre rögzített részhalmazának, az ún. végállapotok halmazának eleme, akkor azt mondjuk, hogy az automata felismerte, elfogadta ezt a bemenő szót.

A-t a V ábécével működő determinisztikus véges automatának nevezzük, ha A olyan rendezett ötös, A = ###K, V, ###, q0, F###, amelyben:

· K a belső állapotok véges nem üres halmaza, az ún. állapothalmaz,

· V a bemenő jelek véges halmaza, ez a bemenő ábécé,

· ### egy K-ba képező függvény, melynek értelmezési tartománya K###V-nek valamilyen része, ez az átmenetfüggvény,

· q0###K a kezdőállapot,

· F###K a végállapotok halmaza.

3. Nyelvek és automaták kapcsolata

Az A véges determinisztikus automata által felismert nyelvnek azt a T(A) nyelvet nevezzük, amely mindazon V-ből alkotott szavakból áll, melyeket az automata felismer.

Két determinisztikus véges automatát, A1-et és A2-öt akkor nevezünk ekvivalensnek, ha T(Al)=T(A2), azaz ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

Kis BAR-HILLEL-lemma: Legyen adva egy L nyelv, amelyet egy determinisztikus véges automata felismer. Ekkor van olyan n természetes szám, hogy ha az ### szó az L nyelvnek olyan eleme, melyre d(###)###n, akkor ### előállítható ### = uvw alakban, ahol d(uv)###n, d(v)###1, és minden i=0, 1, 2, ... természetes számra az uviw szavak szintén benne lesznek a nyelvben.

Következmények:

(1) Legyen A olyan determinisztikus véges automata, melynek a db belső állapota van, és jelölje L az A által felismert nyelvet. Az L nyelv pontosan akkor nem üres, ha van olyan n-nél rövidebb szó, melyet A felismer.

(2) Van olyan algoritmus, amely eldönti egy adott véges automatáról, hogy az általa felismert L nyelv üres-e vagy sem.

(3) Van olyan környezetfüggetlen nyelv, amelyhez nem létezik ezt a nyelvet felismerő determinisztikus véges automata.

A-t a V ábécével működő nemdeterminisztikus véges automatának nevezzük, ha A olyan rendezett ötös, A = ###K, V, ###, q0, F###, amelyben:

· K a belső állapotok nem üres véges halmaza, 

· V a bemenő ábécé,

· ### olyan függvény (az ún. átmenetfüggvény), amely a K###V halmaz valamely részén van értelmezve, s értékeit P(K) elemei közül veszi fel (itt P(K) a K részhalmazainak halmazát - a K hatványhalmazát jelöli),

· q0###K a kezdőállapot,

· F###K a végállapotok halmaza

Míg tehát a determinisztikus véges automatáknál ###(q,a) egyetlen belső állapotot jelentett, addig a nemdeterminisztikus esetben ###(q,a) az automata állapotainak valamilyen véges halmaza, azaz ###(q,a) = ###pl, ... pl###, ahol a###V és q,pl, ... pl###K

Legyen L olyan nyelv, amelyet valamilyen nemdeterminisztikus véges automata felismer. Létezik ekkor olyan determinisztikus véges automata is, amely szintén az L nyelvet ismeri fel. (Tulajdonképpen a determinisztikus ill. a nemdeterminisztikus véges automatákkal ugyanazokat a formális nyelveket lehet felismerni.)

Ha L tetszőleges reguláris nyelv, akkor találhatunk olyan nemdeterminisztikus véges automatát, amely felismeri az L nyelvet.

Ha az L nyelvet egy determinisztikus véges automata felismeri, akkor létezik olyan reguláris grammatika, amely az L nyelvet generálja. (Mindezekből következik: a determinisztikus, ill. nemdeterminisztikus véges automaták által felismert nyelvek osztálya megegyezik a reguláris grammatikák által generált nyelvek osztályával.)

4. Reguláris kifejezések

Legyen V tetszőleges ábécé. Ekkor

(1) ### a V-ből alkotott reguláris kifejezés, és az üres halmazt jelöli,

(2) ### szintén V-ből alkotott reguláris kifejezés, és az ######### halmazt jelöli,

(3) tetszőleges a###V betűre a reguláris kifejezés, amely az ###a### halmazt jelöli,

(4) ha x és y V-ből alkotott reguláris kifejezések, amelyek az X, ill. az Y halmazokat jelölik, akkor (x+y), (xy) és (x)### szintén V-ből alkotott reguláris kifejezések, és az általuk jelölt halmazok rendre X###Y, XY, ill. X###,

(5) csak azt a kifejezést nevezzük reguláris kifejezésnek, ami 1-4. szabályok véges sokszori alkalmazásával hozható létre.

Két reguláris kifejezést ekvivalensnek nevezünk, ha ugyanazt a halmazt jelölik.

KLEENE tétele: Az L###V### nyelv pontosan akkor reguláris, ha van olyan V-ből alkotott reguláris kifejezés, amely L-et adja meg.

5. Környezetfüggetlen nyelvek

A környezetfüggetlen grammatikák szabályai A ### ### alakúak, ahol A nemterminális jel, ### pedig terminális és nemterminális jelekből alkotott nem üres szó, ill. ha ### = ###, akkor A csakis kezdőszimbólum lehet, és ilyenkor A nem fordulhat elő a grammatika szabályainak jobb oldalán. Ez a szabályszerkezet lehetővé teszi számunkra, hogy egy környezetfüggetlen grammatika levezetéseit irányított fagráfokkal szemléltessük.

A továbbiakban, amikor ezeket a fagráfokat ábrázoljuk, nem fogjuk jelölni az élek irányítását, ehelyett megállapodunk abban, hogy a gráfot mindig úgy rajzoljuk, hogy a gyökérpont kerüljön legfölülre, és az élek mind lefelé legyenek irányítva.

Legyen G = ###V, W, S, P### tetszőleges környezetfüggetlen grammatika. G-beli levezetési fának nevezünk minden olyan fagráfot, amelynek a csúcsait a V###W halmaz elemeivel jelöltünk meg, s amelyben igazak az alábbiak:

a, A gyökérhez az S kezdőszimbólum tartozik.

b, Ha valamely A###W esetén az A-val jelölt csúcs közvetlen leszármazottai balról jobbra B1, B2, ..., Bk, ahol B1, B2, ..., Bk ###V ###W, akkor létezik G-ben egy A ### B1, B2, ..., Bk szabály.

A levezetési fa eredménye egy szó, amelyet a fa leveleiről olvashatunk le, balról jobb felé haladva.

Példa:

Vegyük az alábbi környezetfüggetlen grammatikát:

G = ######a, b, c, +, ###, (, )###, ###S, A###, S, ###S ### S+S, S ###A###A, A ### (S+S), S ### a###b###c, A ### a###b###c ######

Az alábbi ábrán a c+(a+c)###b szó G-beli levezetési fája látható:
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Felhasznált irodalom:

Demetrovics: 106. o.-157.o. és 182. o.-195. o.
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