DNS grafok

A G = (V,X) pérost, ahol V tetszéleges nem {ires véges halmaz, X pedig a V
killonbozo elemeibol képzett rendezetlen parokbdl allo halmaz, grdfnak nevezzuk. A
V elemeit a graf csicsainak, az X elemeit pedig a graf éleinek nevezzuk.

Az X-hez tartozé tetszleges © = {u, v} rendezetlen par az u és a v csticsokat Ossze-
kot él. Az @ = {u,v} él és az u, illetve v csicsok illeszkednek. Ha két kiilonbozo
és y él ugyanahhoz a csicshoz illeszkednek, akkor azt mondjuk, hogy az = és y élek
szomszédosak. A p csticsbol és ¢ élbél &ll6 grafot (p, ¢) grafnak nevezziik.

A G = (V, X) parost, ahol V tetszoleges nem tires véges halmaz, X pedig a V kiilon-
bozo elemeibol képzett rendezett parokbdl allé halmaz, orientdlt grafnak nevezzik. Az
X elemeit orientédlt éleknek nevezzitk. Az orientdlt {z,y} és {y,x} éleket tetszleges
és y esetén szimmetrikus élparnak nevezzuk. Azokat az orientalt grafokat, amelyek nem
tartalmaznak szimmetrikus orientalt élpart irdnyitott grdfoknak nevezzik.

Valamely G gratban egy valtakozoan cstucsokbdl és élekbol allo
VO, L1, V1, Un—1, &y, Uy sorozatot ldncolatnak nevezzik, ha a sorozat csicesal kezdodik
és végzodik, tovabba, ha minden a sorozatban elofordulo él illeszkedik az ot kozvetlen
megelozo, illetve az ot kozvetlen koveto csticshoz. Az n értéket a lancolat hosszanak ne-
vezzuk. Valamely lancolat hossza tehat a benne elofordulé élek szamaval egyezik meg.
Azt mondjuk, hogy a vg, z1,v1,...Up_1, Ty, v, lancolat a vy és a v, csiicsokat koti Gssze.
Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy valamely vg, x1,v1,...05—1, Ty, v, lancolatot egyér-
telmtien meghataroz a benne elofordulé vg, vy, ...v,,—1, v, csiicsok sorozata. A vy csucsot
a lacolat kezdo, a v, cstcsot pedig a lancolat végesicesanak nevezziik. A lancolat zart,
ha vy = v,, killonben nyilt.

Valamely lancolatot ldncnak nevezzik, ha benne minden él kulonbozo. Valamely
lancolatot egyszert ldncnak, vagy utnak nevezzik, ha benne minden cstces kilonbozo.
Konnyen lathato, hogy minden egyszert lanc egyuttal lanc is.

A zart lancot ciklusnak nevezzik. Valamely vg, xy,vy,...0p—1, Tpn, v, zart lancolatot
eqyszert ciklusnak, vagy kornek nevezunk, ha a vy,...,v, cstcsok mind kilonbozoek és
n > 3.

A G graf osszefiiggd, ha barmely két csiicsa 6sszekotheto egyszert ldnccal (dttal).

Valamely G graf aciklikus, ha nicsen benne ciklus. Az Osszefiiggo és aciklikus grafot
fdnak nevezzik.

Legyen a G = (V, X)) graf fa. Legyen tovabbd v a V csicsok halmazanak egy ki-
tuntetett eleme, amelyet a tovabbiakban a G fa gyokér pontjanak nevezzik. Mivel a
feltevés szerint a G graf fa, ezért barmely vg-t6l killonboz6 v csticshoz 1étezik pontosan
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egy olyan ut a grafban, amely a vg csticsot a v cstuicesal koti 6ssze. Mint lattuk, egy ilyen
ut az ot képezo cstucsok sorozataval adhatd meg.

Tegyiik fel, hogy adott egy C' cimkehalmaz, amely szamossaga elegendoen nagy ah-
hoz, hogy ha igény meriil fel arra, hogy a csticsok valamely V' részhalmazat a C-be
képezziik kolecsonosen egyértelmiien, azaz megkiilonboztetd cimkéket rendeljiink a V/
elelmeihez, akkor ez mindig elvégezheto. A gyakorlatban a C' altalaban valamely ABC
feletti korlatos hosszusagu szavakbol allo halmaz.

Lokalis cimkézés:. Rendeljiink egy tetszés szerinti cimkét a vy csiicshoz. Rendel-
Jjlink kiilénb6z6 cimkéket mindazon v csicsokhoz, amelyekre {vg,v} € V. Kénnyen
lathato, pontsan ezek a csicsok azok, amelyek a vg-bol 1 hosszusagu uttal elérheto-
ek. Alta]éban, ha a vg-tdl n hosszusagu uttal osszekothetd csiicsokhoz mar rendeltink
cimkéket, akkor a vg-tol n + 1 hosszusagu uttal 6sszekothetod csicsokhoz, ha egyaltalan
ilyen létezik, tigy rendeljiink cimkéket, hogy két ilyen vy és vy csiics sziikségképpen kii-
16nb6z6 cimkét kapjon, ha létezik olyan v, amely a vg-bdl n hossziisagu tttal elérheto,

és {v,v1} € X, illetve {v,v3} € X.

Tétel:. Legyen (G,vo) vo gyokeri fa. Rendeljiink a lokalis cimkézési algoritmus sze-
rint cimkéket a G graf csucsaihoz. Reprezentaljuk a vg csicsot a cimkéjével (egy elembdl
allé cimkesorozat). Altaldban minden vo-tdl kiilénboz6 v cstcsot, reprezentaljunk azzal
a cimkesorozattal, amelyet ugy kapunk, hogy tekintjik a vg-bdl a v-be vezeté egyet-
len vg,...,v, = v utat és a benne el6fordulé csiicsokat a hozzajuk rendelt cimkékkel
helyettesitjiik.

A kiilonbozo csicsokhoz ilyen moédon hozzarendelt cimkesorozatok kiillonbozoek.

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukciéval torténik. Legyen c egy olyan cimkesorozat,
amely egyetlen cimkébol all, és amelyhez van olyan cstcs, amelyhez rendelt cimkesorozat
pontosan a c. A cimkézési algoritmus szerint olyan csics, amelyhez rendelt cimkesorozat
egyetlen cimkébol all, pontosan egy van, és ez a vg gyokérpont. Tegytik fel, hogy valamely
n > l-re igaz, hogy ha a ¢ cimkesorozat n elemu, akkor legfeljebb egy olyan csicspont
van V-ben, amelyhez rendelt cimke a c¢. Legyen ¢ n + 1 hosszusaga cimkesorozat és
tegylik fel, hogy van olyan cstics, amelyekhez rendelt cimkesorozat a c. Legyenek v’
és v" ilyen csiicsok. Tekintstik a vg-bdl a v’, valamint a vg-bdl a v'' csticsokba vezetd
V0, V5 ey Uy = v, illetve a vo, v, ..., v) | = v" utakat. Vegyiik észre, hogy a v;, és a

v! csticsokhoz ugyanaz az n hosszisagd cimkesorozat tartozik. Ezért a feltevés szerint

n
a vl és a v] csicsok azonosak. A cimkézési algoritmus szerint, mivel a ¢ cimkesorozat
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utolsé eleme egyarant a v’ és a v csticsokhoz is van rendelve, ezért a két cstics azonos.
A fentiekbol kovetkezik, hogy barmely két kiillobozo csticshoz rendelt cimkesorozat

szikségképpen kulonbozo.



