Forgalomiranyitasi algoritmusok matematikai alapjai

Megjegyzés:. A kovetkezdkben hasznalt grafelméleti alapfogalmak a DNS grafok
c. fejezetben talalhatok. A kovetkezdkben az orientdlt és az iranyitott grafok kozott
nem tesziink kiilonbséget és csak iranyitott grafokrol beszéliink. Szimmetrikus iranyitott
(orientalt) élek tehdt megengedettek. Valamely G = (N, A) graf csiicsainak szamat N-
nel, éleinek szamat A-val jeloljiik.

Tétel:. Legyen G = (N, A) sszefiiggé graf és legyen S az N valamely valodi rész-
halmaza. Létezik legalabb egy olyan (1,7) € A) él, amelyre1 € S és j € S.

Bizonyitds.

Definicié:. A G' = (N, A') grif a G = (N, A) grdf részgrafja, ha N/ C N és
A C A

Definicié:. A fa olyan Osszefiiged graf, amelyben nincsen kor. Valamely G graf
feszito faja G olyan részgrafja, amely fa és G minden csiicsat tartalmazza.

Legyen G = (N, A) tetszbleges Osszefliggd graf. A G egy lehetséges részgrafjanak
megalkotasahoz tekintsik a kovetkezo algoritmust:

1. Legyen n tetszdleges csiics N-bdl. Legyen N/ = {n} és A" = {}.
2. Ha N = N’, akkor alljunk meg, kiilonben folyatds 3.-tdl.
3. Legyen (7,7) olyan él, amelyre i € N’ és j € N'\ N'. Legyen
N :=N"U{j}
A= AU )
Folytatas 2.-tol.

Tétel:. Tetszbleges Osszefiiggé G = (N, A) graf esetén a fenti algoritmus a G egy
feszito fajat eredményezi.

Bizonyitds.

Kovetkezmény:. Valamely N csiicsbol allé 6sszefiiggé G grathoz mindig van N — 1
élt tartalmazo feszité fa.

Kovetkezmény:. Ha a G = (N, A) graf osszefiiggd, akkor A > N — 1.
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Kovetkezmény:. A G osszefiiggs graf akkor és csak akkor fa, ha A = N — 1.

Minimalis sulyu feszito fa

Legyen G = (N, A) 0sszefiiged graf. Tegyiik fel, hogy minden (i, j) € A élhez hozzd
van rendelve egy w;; valos szam, amelyet az (i, ) él stlydnak nevezziik. Konstrualjunk
meg G-hez egy olyan feszito fat, amelyben az élekhez tartozo silyok osszege minimalis
a lehetséges feszito fakat tekintve. Az ilyen feszito fat minimalis sdlya feszito fanak
nevezzuk.

Definicié:. Valamely M minimalis silyti feszité fa tetszoleges résztajat toredéknek
(fragment) nevezziik.

Tétel:. Legyen F' egy tetszbleges toredék, legyen o = (1,7) minimalis silyd F-bdl
kimené él. Az F' = FU ({j},{(i,7)}) szintén toredék.

Bizonyitds.
A fenti tétel alapul szolgalhat valamely minimalis silyt feszité fa megalkotasahoz.

Prim-Dijkstra féle algoritmus:. Induljunk ki egy tetszés szerinti csiicsbdl. De-
finicié szerint ezen egyetlen csucsbol dllé graf szikségképpen toredék. Bovitsik ki ezt
lépésenként tovabbi csucsokkal és élekkel az el6z6 tétel szerint. ilyen médon mindig to-
redékhez jutunk, ami N lépés utan az osszes csucsot tartalmazni fogja, ezért ez utobbi
mar minimalis stulyu feszito fa.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl fontosak azok az algoritmusok. amelyek
esetén egyidejuleg egyszerre tobb toredék bovitését is megtehetjiik.

Kruskal algoritmus:. Tegyiik fel, hogy egyetlen minimalis silyu feszité fa létezik.
Legyenek Fy, Fy, ..., F,, diszjunkt toredékek (az egyes toredékek csicsainak hamazai pa-
ronként diszjunktak). Bévitsiik ki parhuzamosan az egyes téredékeket a fenti tételnek
megteleléen a minimalis sulyu kimend élekkel és azok végpontjaval. Ilyen médon tdjra a
toredékek egy paronként diszjunkt F|, F}. ..., F!. halmazahoz jutunk. Az algoritmust ad-
dig folytathatjuk, amig egyetlen olyan toredékhez nem jutunk, amely az Osszes csiicsot
tartalmazza. Ez a toredék sziikségképpen az egyetlen minimalis siulyu feszité fa.

A Kruskal algoritmusban a bovitések természetesen aszinkron modon is végrehajt-

hatok.

Tétel:. Ha minden w;,; suly kilénb6z6, akkor csak egyetlen minimalis sulyu feszité
tfa létezik.

Bizonyitds.
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Legrovidebb it

Legyen a tovabbiakban G = (N, A) irdnyitott graf. A G = (N, A) irdnyitott grafhoz
hozzérendelhetjik a G' = (N', A') irdnyitatlan graf, amelyre N/ = N és (i,5) € A’ ak-
kor és csak akkor, ha vagy (7,7) € Avagy (j,1) € A. Azt mondjuk, hogy az (ny,ns,...,n;)
lancolat (bejaras), lanc (at) vagy ciklus (kor) a G irdnyitott grafban, ha lancolat (beja-
ras), lanc (it) vagy ciklus (kor) a hozzérendelt G’ grafban. Az (nq,n2,...,n;) iranyitott
lancolat (bejards) G-ben, ha minden 1 < i << [ — l-re: (n;,n;41) € A. Iranyitott
lanc (dt) olyan irdnyitott lancolat, amelyben minden cstics kiilonboz6. Irdnyitott cik-

lus (kor) olyan irdnyitott lancolat, amelyben [ > 2 és ny = n;. Valamely iranyitott
graf erosen osszefuggd, ha barmely két kiillonbozo ¢ és j csiicsdhoz van legaldbb egy
(1 =ny1,...,n; = j) i-bSl a j-be vezetd iranyitott 1t.

Legyen G = (N, A) irdnyitott graf, amely erdsen osszefliggd, és tegyiik fel, hogy min-
den (7,7) € A élhez hozzd van rendelve egy d;; valds szam, amelyet az (¢, 7) él hosszanak
nevezhetiink (bar d;; nem szitkségképpen nem negativ). Ha p = (1, j,...,1,m) valamely
iranyitott 4t G-ben, akkor legyen a p hossza: d; j + djx + ... + di,m. A legrovidebb
it probléma gy fogalmazhaté meg, hogy hatarozzuk meg a G grafban tetszéleges két
kiilonbo6z6 cstces kozott a legrovidebb utat.

A kovetkezokben a G graf valamely generikus 1 cimkéju csticsat tekintjik és az 1 cstics
és az Osszes © # 1 cstes kozotti 1-bol az i-be vezetd legrovidebb Gt meghatérozasaval
foglalkozunk. Ez a probléma ekvivalens azzal a problémaval, hogy hatarozzuk meg az
Osszes © # 1 cstucshoz az i-bol ez 1 be vezetd legrovidebb utat. Ha ugyanis az els6
feldathoz van megoldas, akkor a G graf minden élének ranyitasat forditsuk meg a silyok
valtozatlanul hagyasa mellett. Ha erre a grafra alkalmazzuk a megoldést, akkor konnyen
lathato, hogy a ha kapott iranyitott utakban szereplo osszes iranyitott élek iranyitasat
megforditjuk, akkor éppen a masodik probléma megldasat kapjuk.

Definicié:. Azt mondjuk, hogy a G gratban adott egy D irdnyitas, ha tetszoleges i
csicshoz adott valamely az 1-bol az 1-be vezeté iranyitott tt.

Definicié:. Valamely D iranyitas forrasfiiggetlen, ha barmely 1 csticsra az i-be beme-
né6, valamely csiicsot az 1 csticesal 6sszekoko iranyitott utak 1 utani kézvetlen folytatasa
(az ¢ bdl kimend iranyitott él) fliggetlen az utak kezdetétdl.

Tétel:. Valamely D iranyitas akkor és csak akkor forrastiiggetlen, ha az iranyitashoz
tartozo tetszoleges ny = i,ng—_1,,...,ng = 1 irdnyitott ttra minden j j = 1,2, ..., k-ra az
nj,,..,ng = 1 a D irdnyitashoz tartozd, az n;-t az 1-gyel 6sszekoto iranyitott it.

Bizonyitas. Legyen D tetszoleges forrasfiggetlen iranyitas és legyen tetszoleges i-re
I = Ng,Nkg—1,...,ng = 1 az 1-bol az 1-be vezetd, a D-hez tartozd iranyitott ut. Legyen
1>57>k tetszoleges Ekkor az n;-bol az 1-be vezeté D-hez tartozo iranyitott ut és az
i = Ng,Nk—1,...,n0 = 1 D-hez tartozoé iranyitott 1t egyarant atmegy az n; csicson. D
forrésf{iggetlensege miatt az n;-bol az 1-be vezeté D-hez tartozo iranyitott ut éppen az
nj,...,ng = 1 irdnyitott ut.

Legyen D olyan iranyitas, amelyre az iranyitashoz tartozé tetszoleges
Ng =4, Nk—1,,...,Ng = 1 iranyitott itra minden j-re, ahol j = 1,2,.... k, az
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nj,,...,ng = 1 a D iranyitashoz tartozo, az n;-t az 1-gyel 0sszekoto iranyitott at. Ekkor
tetszoleges j cstcsra a j tartalmazo a D iranyitashoz tartozé ttra a j utani folytatas
megegyezik a j-t az 1-gyel 0sszekoto a D-hez tartozd iranyitott uttal. Tehat D forras-
figgetlen.

A kovetkezokben a Bellman-Ford, a Dijkstra valamint a Floyd-Warshall algoritmuso-
kat tekintjik at a legrovidebb 1t meghatarozasahoz. Az elso ketto ezek kozul valamely
cstcestol az Osszes tobbi csticshoz hatarozza meg a legrovidebb utat, mig a harmadik
algoritmus az Osszes lehetséges kiillonbozo csiicspar esetén hatarozza meg a legrovidebb
utat. Nincs olyan ismert mddszer, amely csak valamely ¢ és j csticsok kozott hatarozza
meg a legrovidebb utat. Ahhoz, hogy az 7 és j csticsok kozott meghatarozzuk a leg-
rovidebb utat, meg kell hatarozni az 1 és az Gsszes tobbi cstces kozott a legrovidebb
utat!

Alapveto cél tovabbra is forrasfiiggetlen iranyitas meghatarozasa tetszoleges rendel-
tetési pont felé a G grafban. Az adott rendeltetési pont iranyaba mutatd legrovidebb
utak elegendoen tag feltételek mellett meghatarozhatok ugy is, hogy azok forrasfugget-
len iranyitast is képezzenek, igy ezek az algoritmusok a gyakorlatban is alkalmazhatok.

A forrasfiiggetlen iranyitas meghatarozasahoz természetesen mas, elsosorban foko-
zatosan kiépito algoritmusok is léteznek. Ezekbe az algoritmusokba politikai jellegti
dontések is beépithetok.

Bellman-Ford algoritmus

Tegyiik fel, hogy az 1 cimkével ellatott csiics a kiindul6 cstics és ezen csticsbdl az
osszes tobbi csticsba vezeté minimalis irdanyitot utak meghatarozasa a feladat.Tegyiik
fel tovabba, hogy bar a d;; tavolsagok lehetnek negativak is, de tetszoleges iranyitott
kor hossza nem negativ. A jelolések egyszertisitése érdekében tegytik fel, hogy d;; = oo,
ha (i,7) € A.

Jelolje Dgh) azon 1-bol az 1 csiesba vezeto utak hosszanak minimumat, amelyek
legfeljebb R élet tartalmaznak. Ha ilyen 1t nincs, akkor legyen Dgh) = 00. Megegyezés

szerint legyen Dgh) = 0 minden & > 0 esetén.

Tétel:. Kezdetben
DEO) = 00, minden 1 # 1

Minden egymasutan kovetkez h > 0-ra,

Dl(h"H) = m;ién[Dg-h) + d;i] minden 1 #1
JE)

Bizonyitds. Legyen 1 # 1 tetszoleges cstics és legyen h tetszoleges nem negativ egész

szam. Tegytik fel, hogy az 1 és az 7 cstics kozott nem 1étezik legfeljebb h+1 élt tartalmazo
ut. Ekkor az értelmezés szerint Dgh—H) = oo. Legyen j tetszoleges i-t6l kiillonb6zo cstics.

A D;h) és a dj; mindegyike nem lehet véges, hiszen ebbdl az kovetkezne, hogy a j és
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az 1 csucsok kozott van iranyitott él és az 1 és a j csticsok kozott van legfeljebb A élet
tartalmazo ut. Konnyen latato, hogy ekkor az 1 és az ¢ cstics kozott van legfeljebb h + 1
élet tartalmazo 1t, ami ellentmondashoz vezet. Ezért

. h
min{D}" + dyi] = o0
tehat

D" — min[D™ 4 4]
! j#i 7
teljesul.

Tegyik fel, hogy az 1 és az 1 csucs kozott 1étezik legfeljebb h 4 1 €élt tartalmazé t.
Ekkor a Dgh—H) véges. Ekkor azon j # ¢ csticsok N'(i) halamaza, amelyekre igaz, hogy
az 1 és j cstcesok kozott létezik legfeljebb R élet tartalmazé Ut és a j és az @ kozott 1étezik
irdnyitott él, biztosan nem {ires. Legyen 1,....k,1 Dgh—H) hosszisagu, legfeljebb h + 1
élet tartalmazo 0t az 1 és az 1 cstces kozott. Mivel az 1, ...,k at az 1 és a k csticsokat
osszekoto, legfeljebb h élet tartalmazd ut, ezért

D5h+1) > Dgch) 4+ dp; > min [D(.h) +dji] = min[D(-h) + dji)
jEN'(i) 7 ]#l I

Legyen k' € N'(1) olyan index, amelyre

. h h
jglzvl'rfi)[Dg‘ '+ dji] = Dy + dp

Legyen tovabba 1,...,k" olyan 1t, amely hossza pontosan Dgcl,l). Tekintsuk az 1,.... k' 4

?

bejarast. Ha ez nem 1it, mert az ¢ cstics eléfordul az 1, ..., k' it mentén, akkor tekintsiik
az 1,...,k" (tnak az ¢ csicsig vezeté 1,...,k" 1 részét. Ekkor mivel az i,...,k' 1 zart
irdnyitott kor, a feltevések szerint ezen kor hossza nem negativ, ezért az 1,..., k" hossza
D;C’,l,) és

. h h
jern]\}}(li)[D; )4 dj;] = DEC,,) + dyr;

Tehat mindig valaszthatunk olyan k' € N'(1) csiicsot, amlyre

. h h
jEIan’I(li)[D; )+ dji] = DEC,) + dpi
(h)

és létezik olyan 1,...,k" ut, amely hossza D},” és az 1,..., k', is it. Mivel ez utébbi 1t

legfeljebb f + 1 b8l 4l és hossza DM + dp;, ezért

J7Fe JEN'(2

Tehat a tétel allitasa igaz.
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Tetszoleges iranyitott ut legfeljebb N — 1 élt tartalmaz, ezért DEN_I) = D;, ahol
D; az 1-bol az i-be vezeto legrovidebb iranyitott 1t hossza. Kiindulva tehat a fenti
kezdeti értékekbol és alkalmazva a tételben szereplod osszefuggéseket, N — 1 lépés utan
a legrovidebb utak hosszat kapjuk eredményul. A legrovidebb ut meghatarozasahoz ezt
az algoritmust Bellman-Ford algoritmusnak neveznik.

A fenti tétel alapjan a D; értékek kialégitik a kovetkezo osszeftiggéseket:

D, = m;n[Dj + dji] minden 1 # 1
JE)
D1 — 0

Ezeket az egyenleteket Bellman egyenleteknek nevezik. A Bellman egyenletek azt
fejezik ki, hogy a legrovidebb 1t hossza az 1 csticstdl az @ cstiesig egyenlo a legrovidebb
Ut hossza az 1 cstcestol az -t megelozo cstiesig plusz az utolséd €l hossza.

Ha ismerjuk a Bellman-Ford algoritmus alapjan kapott D; értékeket, amelyek a Bell-
man egyenletek megoldasai és feltessziik, hogy tetszoleges az 1 csticsot nem tartalmazo
kor hossza pozitiv, akkor egyszertien megkonstrualhatjuk magukat a legrovidebb utakat
is. Tetszoleges 1 # 1 cstics esetén tekintsiik azt a 7 csticsot, ahol a Bellman egyenletekben
a minimum eléretik a D; legrovidebb utakat tekintve. Tekintsiik minden ¢ # 1-re a (j,1)
iranyitott élt. Egyszertien belathatd, hogy a tetszoleges i-bol kiindulva a kivalasztott
élek mentén visszafelé a mar érintett csiicsok nem ismétlodhetnek meg a korok hosszara
tett megszoritas miatt. Ha ilyen ismétlodés létezne, akkor ezen iranyitott bejaras biz-
tosan tartalmazna iranyitott kort. Legyen k,m, ..., n, k egy ilyen iranyitott kor. Mivel a
kivalasztas szerint

D, = D]‘ + d]‘i minden 1 75 1

ezért

Dy = Dy + dim + ... + dnk

adddna, ami ellentmondas, mivel a k, m, ..., n, k zart kor az 1 pontot nem tartalmazhatja,
mert az 1 pontba nem mutat egyetlen kivalasztott él sem és ezért a feltétel szerint
Ay & oo+ dpp > 0.

A fentiekbol kovetkezik, hogy barmely i # 1 cstiesbdl legfeljebb N — 1 1épés utan az
1 pontba jutunk. Az igy kivalasztott 1t hossza tetszoleges i esetén nyivan D;. Az igy
kivalasztott részgraf éleinek szama N — 1 és 1-t6l minden cstcshoz vezet iranyitott él,
ezért ez a részgraf egy feszito fa, de mivel a legrovidebb utakat tartalmazza, ezért a
legrovidebb utakat tartalmazé feszité fanak nevezziik.

Tétel:. Ha tetszoleges az 1 csiicsot nem tartalmazé kor hossza pozitiv, akkor a
Bellman egyenleteknek egyetlen megoldasa létezik.

Bizonyitds. Legyen D; 1 =1,2,..., N a Bellman egyenelet egy megoldasa. Legye-
nek DEO) a Bellman-Ford algoritmus kezedeti értékei. Ekkor

D;<D® i=12..,N
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nyilvan teljesiil. Ebbol viszont kovetkezik, hogy

D, = min[[)j +d;i] < min[DE-h) +d;i] = Dgh—H)
J#1 J#1
igaz minden i-re és i > 0 egész értékre. Ennek igazolasa teljes indukcidval torténhet
felhasznalva, hogy a feltételek szerint D, értékek megoldjak a Bellman egyenleteket. Az
elozoek szerint

pNV=p, i=1,2..,N

ahol D; az 1 csticsbdl az ¢ csucsba vezeto legrovidebb ut hosszat jeloli. Ezért

D; < D; 1=1,2

) PEEEY)

N

Felhasznalva, hogy minden az 1 csticsot tartalmazo iranyitott kor hossza pozitiv, tetszo-
leges © # 1 csticshoz megadhato egy olyan az 1-bél az i-be vezet6 irdnyitott at, amely
hossza pontosan D;. Ezért minden i-re

D;>D;, i=1,>2

) g seey

N

is teljesil, tehat a megoldas megegyezik a legrovidebb utak hosszaval, tehat egyetlen
megoldas 1étezik.

Dijkstra algoritmus

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy minden él hossza pozitiv. A Dijkstra-féle algoritmus
gondolata az, hogy keressitk meg a legrovidebb utakat ezen utak hosszanak sorrend-
jében. Eloszor tehat keressiik meg a legrovidebb legrovidebb utat, azutan a mésodik
legrovidebb utat, stb.

Tegytik fel, hogy mar eljutottunk a csticsok valamely P halmazdig, amelyre igaz,
hogy tetszoleges P-beli cstucs kozelebb van 1-hez, mint tetszoleges nem P-beli cstcs.
Tegyik fel tovabba, hogy minden P-beli ¢ cstcs esetén ismerjik az 1-t6l az ¢ cstucsba
vezeto legrovidebb ut hosszat és egy ilyen ut utolsé i-be mutato élét, és minden nem
P-beli 1 cstics esetén ismerjilk azon utak D; minimalis hosszat, amelyek az 1-bol az i-be
vezetnek és amelyek mentén csak az ¢ nem P-beli cstics. Ha P-n kivil még van cstucs,
akkor vegyik hozza P-hez azt P-hez nem tartozo i cstucsot, amelyre a D; a legkisebb.
Legyen az 1 hez rendelt él annak az utnak az utolso éle amely mentén D; eléretik. Ezen
1 pont esetén igaz, hogy D; az 1-bol az i-be vezeto legrovidebb 1t hossza.

Részletesen az algoritmus a kovetkezo:

1. Legyen kezdetben

P={1}, Dy=0, és D;=d;; minden j#1
2. Keressiik meg azon ¢ € P, amelye

D; =min D,
JEP
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Legyen P = P U {i} és jegyezzitk meg azt az i-be mutaté élet, amely része annak az
utnak, amely mentén D; eléretik. Ha P mar minden csticsot tartalmaz, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor folytatas a 3.-tol.
3. Minden j ¢ P-re legyen
D]‘ = min[Dj,Di + d”]

Folytatas 1.-tol.

Tétel:. A fenti algoritmus szerint a P halmazba a csiicsok az 1-t6] mért tavolsaguk
novekvo sorrendjéban kertilnek. A utoljara kiszamolt D; értékek minden 1 csiics esetén
az 1-t6l mért tavolsaggal egyenlo. A megjegyzett élek €s a csucsok egy legrovidebb
utakat tartalmazo feszité fat hatdaroznak meg, amelynek gyokérpontja az 1 csics.

Bizonyitas. A tételt a P szamossaga szerinti teljes indukciéval bizonyithatjuk be.

Legyen |P| = 1. Az algoritmus alapjin ekkor P = {1}, ezért az 1 csiicsnak onmagatol
mért tavolsaga 0 és ezért Dy, az utoljara kiszamitott érték, valoban az 1 cstcsot az 1
csuccesal 0sszekoto iranyitott utak minimalis hossza, tovabba tetszoleges 1-t6l kulonbozo
cstcs, amelyek a P halmaz kiegészito halmazat képezik, a d;; > 0 feltéteélbol adodoan
mind az 1 pontnal tavolabb vannak az 1-ponttél. Nyilvan teljestl, hogy a P mar meglevo
elemei az 1-t6l mért tavolsaguk sorrendjében kertltek be a P halmazba. Mivel az 1-
bol az 1-be vezeté minimalis hosszisagu Ut egyetlen élet sem tartalmaz, igy a mar
megjegyzett élek és az 1 cstcs egy a P cstcsaibdl 4llo, a minimalis utakat tartalmazo
feszit6 fat hataroznak meg. A D; = dy; értékek tetszoleges 7 ¢ P esetén valoban azon
utak minimalis hosszat jelentik, amelyek az 1 pontot kotik ossze a j ponttal és minden
az Oket képezo cstics P-beli, kivéve az utolsé j csucsot.

Legyen |P| = n és tegyiik fel, hogy a tétel &llitdsa igaz. Tegyiik fel tovabba, hogy van
még olyan csics a graftban, amely még nem eleme a P halamaznak. Bovitsik ki a P
halmazt az ¢ csticesal és modositsuk a D értékeket a fenti algoritmus szerint, ha van még
cstics a grafban amely nem eleme a PU{:} halmaznak. D; minimélis tulajdonsaga miatt
az 1 cstcsot az 1-vel 0sszekoto minimalis hosszisagn iranyitott 1t olyan tulajdonsagi,
amely az 1 csticson kiviil csak P-beli tartalmaz cstcsot tartalmaz. Ezért D; az 1-bol az -
be vezeto iranyitott utak minimalis hosszat jelenti és minden mas k, P-hez nem tartozo
1-t0l kiillonbozo cstics esetén az 1-bol a k-ba vezeto iranyitott utak minimalis hossza nem
kisebb, mint D;. Ha a kinindulé P halmazt tekintjik és a P elemeihez mar kivalasztott
iranyitott éleket, akkor konnyen lathato, hogy az i-hez kivalasztott iranyitott éllel egyutt
az igy kitlintetett élek a P U {i} csticsokkal egyiitt tovabbra is fat alkotnak és ez a fa
éppen a minimalis utakat tartalmazé feszité fa. Az indukcios feltevésbol kiidulva és az
1j D, értékek kiszamitdsi szabdlya szerint, ezek a D; értékek tetszdleges j ¢ P U {i}
cstcsra azon 1-bol a j-be vezeto iranyitott utak minimalis hosszaval egyenlok, amelyek
a j cstucsot kivéve mind P U {i}-hez tartozoéak. Ezért abbdl a feltevésbol, hogy a tétel
allitasa igaz |P| = n-re, kovetkezett, hogy igaz |P| = N + 1-re is.

Tehat a tétel allitasa igaz.
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Floyd-Warshall algoritmus

Ez az algoritmus az el6z06 kettotol eltéroen minden ¢ és j csiicspar esetén meghatarozza
az 1-bol a j-be vezeto legrovidebb it hosszat. Hasonléan a Bellman-Ford algoritmushoz,
tegytk fel, hogy az élek hossza lehet negativ is, de barmely kor hossza nem negativ.

A grafban elofordulé esicesokat jeloljik rendre 1,2, ..., N-nel. Legyen DE?) azon leg-
rovidebb iranyitott Ut hossza, amely az ¢ csticsbdl a j cstucsba vezet és legfeljebb az
1,2,...,n csuicsokat tartalmazza.

Tétel:. A DE?) értékere igazak a kovetkezd osszefiiggések:

DY =dy minden i.j i#j

n=0,1,2,.... N — l-re

D" = min[D, D'

b i+ Ditna1) + D™ | minden i#j

(n+1)j

Bizonyitds.

<Lz <y N S m . P 1 RIT ;o
A fenti tétel alapjan a Dl(j ) = D;j, az 1-bol a j csticsba vezet6é minimalis hossziasagu
1t hossza N szamu iteracios 1épés utan adodik.

Osztott aszinkron Bellman-Ford algoritmus

Legyen G = (N, A) irdnyitott graf, amely erésen oOsszefiiggd. Tekintsiink egy for-
galomiranyit6 algoritmust, amely a legrovidebb it mentén tovabbitja a csomagokat a
forrasponttdl a rendeltetési pontig. Valos korulmények kozott a kozvetlen iranyitott
kapcsolatok hossza valtozhat részint azért, mert ezek a kapcsolatok meghibasodhat-
nak, részint amiatt, hogy olyan mértéket valasztottunk, amely eredendden idéfiiggd (pl.
varakozoé sorok hossza a kimeneteknél, atlagos késleltetési idék a kapcsolatokon, stb).
Mindezekbol addéddan szikséges a legrovidebb utak illesztése a megvaltozott korulmeé-
nyekhez.

A tovabbiakban feltessziik, hogy barmely (i,7) él d;; hossza pozitiv, és minden 1
és j kiillonbo6zo csticsparra, ha (1, 7) iranyitott él, akkor (j,1) is irdnyitott él a grafban.
Elvben nem zarjuk ki, hogy a d;; értékek idoben valtozhatnak. A kovetkezokben azonban
a Bellman-Ford algoritmus egy olyan valtozatat vizsgaljuk meg, ahol a d;; értékek nem
valtoznak, de a kezdeti feltételek viszonylag tag hatarok kozott valaszthatok meg. Ez
a modell megfelel a valésagnak, ha a d;; értékekrol csupan azt tételezziik fel, hogy
valamely tp idopont utan mar nem véltoznak. Mivel a d;; értékek a to idopont elott
valtozhattak, ezért tetszoleges i csiics esetén a D; legrovidebb 1t hossza a legrovidebb
uttal egytitt, csak kozelito értéknek tekintheto.

A kovetkezokben D; valamely ¢ forrascstcstol valamely generikus 1 rendeltetési cstics-
hoz vezeto legrovidebb iranyitott hosszat jeloli és érdekeltek vagyunk tetszoleges @ esetén
a D;, valamint az 1-bol az 1-be vezeto legrovidebb t meghatarozasaban. A Bellman-Ford
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algoritmus éppen a forditott irdnyd probléméra ad megoldast (1-bél i-be), de kénnyen
belathato, hogy erre az esetre is ugyanolyan szerkezetii egyneletek irhatok fel, mint a
mar targyalt esetben. Nevezetesen a D; értékek megoldjék a kovetkezo egyenleteket:

D; = min |d;; + D; minden 7 # 1
i [d3+ D] ‘

D1:0

ahol N (7) jeloli az ¢ cstics aktudlis kornyezetét, azon j csticsok halmazét, amelyekre az
(,7) él aktualisan létezd.
A Bellman-Ford algoritmust a kovetkezoképpen lehet megadni:

(h+1) : (h) : .
D;, = di; + D d 1
; ]én]\lf?l)[ i+D;] minden ¢ #

D" =g
A konvergencia a legrovidebb uthosszhoz biztosithato, ha a kezdeti feltételekre

DEO) = 00 minden ¢ # 1
D\ =0

Az algoritmus parhuzamosithato, mivel az iteracio lépései az egyes csicsokban egyi-
dejuleg parhuzamosan hajthatok végre. Az algoritmus egy lehetséges parhuzamositott
formaja a kovetkezo:

Minden csiics egyidejlileg kiszamitja a (h + 1)-edik kozelités értékét, a kapott ered-
ményt szintén egyidejuleg tovabbitja az osszes szomszédos csucs felé, majd a h novelése
utan a kovetkezo kozelités szamithato ki az egyes csucsoknal az egyenleteknek megfele-
l6en. Ha a kezdeti feltételeket a fentiek szerint véalasztjuk meg, akkor legfeljebb N — 1
iterdcios 1épés utan (N a csticsok szama) az egyes csticsokndl ismeretesek a D; értékek
és a legrovidebb ut iranyaba valé elmozdulas.

A gyakorlatban azonban a muveletek egyideju végrehajtasa komoly nehézségekbe
utkozik és nehezen egyeztethetd az algoritmus elkezdése is.

Megoldast jelentene a problémakra, ha eltekinthetnénk a szigoru szinkronitastol és a
kezdeti feltételek elozoekben eloirt megvalasztasatol.

A lehetséges algoritmus a kovetkezo muveletek végrehajtasat jelentené az egyes csu-
csoknal 7i1d6rol-idore”

Di = min [di; + D]

felhasznalva a legutobbi D; becsléseket, amelyeket az illeto cstics a szomszéd csticsoktol
kapott és a kimeno élek aktualis statuszat. Minden csiicsnal gondoskodni kellene arrdl is,
hogy a legutébbi D; becslés "idorol-idore” eljusson a szomszédos csticsok mindegyikéhez.
Azonban a miuveletek szigorian egyideju végrehajtasat el kellene vetni.
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Az aszinkron Bellman-Ford algoritmus megfogalmazasahoz a kovetkez6 jelolések és
feltételezések sziikségesek.
Minden ¢ idopillanatban rendelkezésre allnak a kovetkezok:

D;- (t): Az 1 csticsnal a legrovidebb it hosszara vonatkozé becslés minden az @ kor-
nyezetében levo j cstcsra, amely a legutobbi, a j-t6l kapott adat.

D;(t): Az 1 csticsnél a Bellman-Ford algoritmus szerint a legutébb kiszamitott becslés
a legrovidebb 1t hosszara vonatkoan.

A legrovidebb 1t hosszara vonatkozo becslés az 1 csticsnél

minden t > tg

Di (t)=0 minden ¢ >ty, és i-re, amelyre 1€ N(7)

Barmely ¢ cstcs ismeri a d;; kimen6 élek hosszat minden j € N(i)-re. A d;; érté-
kek minden kiulonbozo @ és j csticspar esetén pozitivak és a tg idopont utan mar nem
valtoznak.

Feltesszik tovabba, hogy a legrovidebb 1ut hosszara vonatkozd becslések az egyes
csucsokndl legfeljebb csak a tg,t1,%2,... idopontokban valtoznak, ahol a t,,41 > tn,
minden m-re és t,,, — oo, ha m — oo.

Tetszoleges @ # 1 csticsnal a t,,, idopillanatban a kévetkezo események valamelyike
kovetkezik be:

1. Az i csics 1 becslést dllapit meg a D;(t) értékre

Di(t) = jg%)[du + D3 (t)]

alapjan és a D; (t),7 € N(i) értékeket valtozatlanul hagyja.

2. Az 1 csics egy vagy tobb szomszédos j € N(i) csicestdl fogadja a D;(t) értéket és
feliilirja vele a D; (t) értéket. A tobbi becslést véltozatlanul hagyja.

3. Az 1 csticsnal nem torténik semmi, minden becslés az 1 csticsnél valtozatlan marad.

Legyen T azon idépontok halmaza a fenti sorozatbdl, amelyekben az 1.-ben leirt
esemény kovetkezik be az i csticsndl és legyen T azon iddpontok halmaza a sorozathdl,
amikor az ¢ cstics 11j becslést fogad a j cstestol a 2.-ben leirtaknak megfelelGen.

1. Feltétel. A T" és T]? halmazok végtelen szamossaguak minden 1 # 1 és minden
J € N(i) esetén. Az egyes csicsoknal az wjabb becslések kiszamitdsa és a szomszédos
cstcsoktol a becslések fogadasa soha nem fejezodik be.

2. Feltétel. Minden D;(tg) és D;- (to),7 € N(i) nem negativ. Tovabba nem negativ
minden olyan becslés is, amely a tg pilanat el6tt lett elinditva, de csak a ty utan érkezik
meg a rendeltetési helyre.
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3. Feltétel. Tetszbleges t > to pillanathoz megadhaté olyan t > t, hogy azok a
D; becslések, amelyek a j csicsnal lettek kiszamitva a t idépont el6tt, mar egyetlen
j € N(i) csticsnal sem keriilnek fogadéasra a t idépont utéan. A régi legrévidebb 1it
hosszara vonatkozo becslések sziikségképpen felilirodnak.

Tétel.. Az 1., 2. és a 3. feltételek teljestilése esetén létezik olyan t,, idépont amelyre
D;(t) = D;, minden t>ty,,1=1,..,.N

ahol D; az 1-b6l az 1 csucsba vezet6 legrovidebb 1t hosszanak pontos értéke.

Bizonyitas. A bizonyitas alapgondolata, hogy minden i csticshoz megadhatdok olyan
—k
{DF¥} és {D,} sorozatok, amelyekre

—k+1 —k
DF < DM <D, <D;" <D,

Qf =D; = Ef elegendden nagy k-ra

A jelzett tulajdosagu sorozatok megalkotsahoz a Bellman-Ford iteracio kovetkezé mo-
notonitasi tulajdonsagat kell kihasznalni. Legyenek D; és D; olyan értékek, amelyekre

D, > l~)j minden j € N(1)

ekkor konnyen lathaté, hogy

min [d;; + D;] > min di‘—l—[)-
min [dij+ D52 min [di; + D]
Ezekbdl kovetkezik, hogy ha D¥ a Bellman-Ford iterdciéval kapott sorozat valamely
DY, i = 1,2,..N kiindulési értékek esetén, amelyre D! > DY minden i-re, akkor,
akkor Df"H > DF¥ minden i-re és k-ra. Hasonléan, ha D! < D9 minden i-re, akkor
DZ’-H'1 < Df minden ¢-re és k-ra.
Legyen Ef a Bellman-Ford iteracié k-adik 1épésében kapott eredmény, ahol a kezdeti
feltételekre

D\ =00 i#£1
D =0
Hasonloéan, legyen Qf a Bellman-Ford iteracioé k-adik 1épésében kapott eredmény, ahol

a kezdeti feltételekre
D=0 i=12..N

. , , —=k , ..
Konnyen lathato, hogy a D, és D¥ sorozatokra teljesiil

7

—k —k
DF < DM <D, <D;" <D,
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A d;; > 0 minden ¢ és j-re feltétel miatt
—k
D, =D, E>N-1

Igazolni kell, hogy elegendGen nagy k-ra Qf = D, is teljesil. Teljes indukcioval
konnyen igazolhatd, hogy minden k-ra Qf legfeljebb k szamu él tavolsaganak ossze-
ge. Mivel Qf < D;, ezért minden k-ra Qf legfeljebb

max; D;
min;; d;;

1 = 1,2,...,N é k = 0,1,...
értékek halmaza véges. Ebbél kovetkezik, hogy megadhaté olyan k kiiszob, amelyre

szamu él tavolsaganak Osszege, ezért a lehetséges Qf,

Df = Q,EH minden i=1,2,...,N

tehat az QZE értékek megoldjak a Bellman-Ford egyenleteket. A mar hivatkozott felte-
vések alapjan a megoldés egyértelmiisége miatt

D¥=D; minden i=1.2,...N, k>k

7

A tétel allitasanak bizonyitasahoz elegendo belatni, hogy tetszoleges k > 0 értékhez
megadhaté olyan ¢(k), hogy minden t-re, amelyre ¢ > ¢(k)

DF<Dit)<DF i=1,2.,N

Di <Dj(t)<D; jeN(i)i=12.,N
és minden t-re, amelyre t € T;,t > t(k)

DY < Di(ri() <D;  jEN(i),i=1,2.,N

~—

ahol T}(t) jeloli azt a legkésébbi idépontot amelynél az i-ben rendelkezésre all6 D;- () a
j-ben kiszamitasra kerult.

A bizonyitas teljes indukciéval torténik. & = 0 esetén t(0) = to alkalmas vélasztas
a kezdeti értékekre, valamint a tg elott kiszamitott, de csak tg utan atadott értékekre
tett feltétel miatt. Tegyuk fel, hogy az allitas igaz valamely k-ra. Akkor felhasznélva a
Bellman-Ford iterdcié monotonitasat, kapjuk, hogy minden ¢ € T* és t > t(k)-ra

DI*' < Dit) < D}
Valasszuk ki minden 7 = 1,2,..., N-re a legkisebb olyan ¢ € T*, amelyre t > t(k) és
tekintsiik ezek koziil a legnagyobbat.Legyen ez az érték ¢'(k). Ekkor
k+1 k1 . ! :
D" < D;(t) <D, minden t>t'(k), 1=1,2

) PEEEY)

N
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Az 1. és 3. feltételek miatt T;(t) — oo ha t — oo minden ¢ és j-re. Valasszuk meg
at(k+1) > t'(k) értéket tgy, hogy T;(t) > t'(k) teljesiiljon minden ¢ és j-re. Ekkor
minden t > t(k + 1)-re

k+1

DM < Di(t) < D minden t>t(k+1), j€ N(),i=12,...,N

J

és minden t-re, amelyre t € T},t >tk +1)

DIV <Di(rj() <D jEN(i)i=1.2..,N

Ezzel a tétel allitasa bizonyitast nyert.



